8 класс.

1. В числе 333332222211111, записанном на доске, Петя стер три цифры и получил число кратное 9. Какое число записано теперь на доске? (Указать все возможности и доказать, что других нет.)
Решение

Число делится на 9 только в том случае, когда сумма его цифр делится на 9. Сумма цифр написанного  числа равна 30. Сумма трех цифр от 1 до 3 может изменяться от 3 до 9. Поэтому, после зачеркивания трех цифр  сумма цифр нового числа может быть от 23  до 27. Из них кратно 9 только 27. Значит зачёркнуто три цифры сумма которых равна 3, то есть, три единицы. На доске останется число: 333332222211.

Критерии проверки.

Предъявлен ответ:  1 балл.

Указано, что нужна делимость суммы цифр на 9, поэтому нужно вычеркнуть три цифры, сумма которых 3, значит это три единицы: 4 балла.

Для полного решения должно быть показано, что не может быть получена другая сумма цифр, кратная 9. Если это сделано – 7 баллов. Если рассуждение показывает, что вычеркнуты три единицы, а число не предъявлено: минус 1 балл.  
2. Наташа и Инна купили по одинаковой коробке чая в пакетиках. Известно, что  с помощью одного пакетика они заваривали  две или три чашки чая. Этой коробки Наташе хватило на 53 чашки чая, а Инне — на 76. Сколько пакетиков было в коробке? Ответ должен быть обоснован. 

Решение

Заметим, что в коробке не могло быть меньше 26 пакетиков: если их хотя бы 25, то Инна не сможет выпить больше 25 . 3 = 75 чашек, а она выпила 76. С другой стороны, в коробке 
не могло быть больше 26 пакетиков: если их хотя бы 27, то Наташа не могла выпить меньше 27 . 2 = 54 чашки, а она выпила 53. Таким образом, в коробке было 26 пакетиков: Инна заварила 24 пакетика по три раза и 2 пакетика по два раза, а Наташа заварила 1 пакетик три раза и 25 пакетика по два раза. 

Критерии проверки.

Предъявлен  только ответ 26 пакетиков:  0 баллов.

Обязательно надо предъявить способ выпить 53 и 76 чашки чая, иначе решение будет не полным. Отсутствие каждого примера: минус 1 балл. 

3. Семь гномов различного возраста сидят за круглым столом. Известно, что каждый гном может говорить правду или ложь. Каждый из них сказал, что он старше своих соседей. Какое наибольшее количество правдивых утверждений могло быть? 
Ответ: 3. 

Решение.

Оценка. Рассмотрим старшего гнома. Он не мог сказать правду. Остальных 6 разобьём на три пары соседних. В каждой паре правду мог сказать только один гном. Значит, правду сказали не более трех гномов.  Пример: 7,  5,  6,  3 , 4 , 1 , 2.  (Гномы занумерованы по старшинству.)

Критерии проверки.

Задача на оценку плюс пример.

Пример: 2 балла.

Оценка: 4 балла. 

При оценке важно, что соседние гномы не могут оба говорить правду,  а если не менее четверых говорят правду, то среди них есть соседние.  

Всё вместе 7 баллов.

Замечание. Если бы гномы сидели в ряд, то правду могли сказать 4 гнома.

6, 7, 4, 5, 2, 3, 1. 
4. Известно, что [image: image2.png]
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 .

Решение

Сложим дроби левой части:  [image: image6.png]



Откуда  [image: image8.png]


 Значит [image: image10.png]


. Снова сложив дроби в левой части последнего равенства  получим [image: image12.png]


 .

 Окончательно имеем [image: image14.png]s _ 333
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5. Маленькие детки кушали конфетки. Каждый съел на 11 конфет меньше, чем все остальные вместе, но все же больше одной конфеты. Сколько всего конфет было съедено? 

Решение

Выберем из детей одного  — к примеру, Петю. Если из всех остальных конфет забрать 11, останется столько же, сколько у Пети. Значит, удвоенное число конфет Пети равно общему числу конфет без одиннадцати. То же можно сказать про любого из детей, значит, у всех детей конфет поровну  — скажем, по одной кучке. 
Ясно, что каждый съел на целое число кучек меньше остальных вместе. Поэтому 11 делится на размер кучки. Значит (так как по условию каждый съел больше 1 конфеты), в кучках по 11 конфет, т. е. каждый съел на кучку меньше остальных вместе. Петя съел одну кучку, следовательно, остальные  — две. Значит, всего кучек три, а конфет  — 33. 
Это же решение можно записать и алгебраически. 
Обозначим через S общее число конфет, которые съели дети. Если один из детей съел a конфет, то по условию все остальные съели a+11 конфет, и тем самым все вместе съели S=a+(a+11)=2a+11 конфет. Такое рассуждение справедливо для каждого ребенка, поэтому все дети съели одно и то же количество конфет: по a=(S–11)/2 штук. 
Обозначим теперь через N число детей. Тогда условие записывается как a=a(N–1)–11 , откуда 11=a(N–2) . Число 11 простое, поэтому один из сомножителей равен 1, а другой 11. Но по условию a>1 , поэтому a=11 , N–2=1 . Тем самым N=3 , и была съедена S=aN=33 конфеты. 

  Ответ: 33 конфеты. 
Только ответ: 0 баллов.
6.  На сторонах AB и AC треугольника ABC взяли точки K и D соответственно. Точку  E выбрали так, что K – середина отрезка DE. Оказалось, что (EAK=(ACB и AE=DC. Доказать, что BD – биссектриса угла ABC.

Решение. 

Из точки D опустим перпендикуляры DL и DM на прямые AB и  BC соответственно. Из точки E опустим перпендикуляр EN на прямую AB. Прямоугольные  треугольники AEN и CDM равны по гипотенузе и острому углу. Значит DM=EN. Кроме того, EN=DL (из равенства прямоугольных  треугольников, если N и  L различны, либо как совпадающие с отрезками EK и DK, если точки N, L и K совпадают).

Значит DL=DM, и точка D равноудалена от сторон угла ABC и, следовательно, лежит на биссектрисе этого угла. 

Критерии проверки. Опущены  нужные перпендикуляры:   1 балл.

При доказательстве равенства EN=DL не рассмотрен случай совпадения оснований перпендикуляров: минус 1 балл.

